
  Exercices – Séries de fonctions
Exercice 1 :
Étudier la convergence simple, absolue, uniforme et normale des séries ∑ un  :

 1. un  x=
sin nx 
x2n2  n1 , x∈ℝ

 2. un  x=
x2sin nx 
x 2n2  n0 , x∈ℝ

 3. un  x=−1n e−nx

n21
 n0 , x∈ℝ

 4. un  x=
x

1x2n
  n0 , x∈ℝ

 5. un  x=
x

1nx 1n1  x  n0 , x∈ [ 0;∞[  (se ramener à a n x−an1 x )

 6. un  x=
−1 n

x 2n
 n1 , x∈ℝ

 7. un  x=
sin n2 x
n2  n1 , x∈ℝ

 8. un  x=
−1n

n2  xn  n1 , x∈ℝ

 9. un  x=n
e−n2 x  n0 , x∈ℝ

 10. un  x=
e−nx

nx2
 n1 , x∈ [ 0;∞[  (uniquement la convergence normale)

Exercice 2 :
Soit la série de fonctions ∑ f n  avec f n x=

2 x
n2x2  n1

 1. Montrer que ∑ f n  converge uniformément sur [−1;1 ] .On notera f  sa somme.

 2. Exprimer sous forme d'une série de fonctions ∫
0

x

f t d t  pour x∈ [−1;1 ] .

 3. Étudier la convergence uniforme sur [−1;1 ]  de ∑ gn  où g n x=ln1 x
2

n2  avec n1 .

 4. Étudier la convergence uniforme sur [−1;1 ]  de ∑ hn  où hn x =
2 n2−x2
n2x22

 avec n1 .

 5. En déduire f '  sous forme d'une série de fonctions, et que f est croissante sur [−1;1 ] .

Exercice 3 :
Soit la série de fonctions ∑ f n  avec f n x=n e−nx  et x∈ℝ .

 1. Étudier la convergence simple sur ]0;∞[ .
 2. Étudier la convergence uniforme sur [a ;∞[ .
 3. Étudier la convergence normale sur [a ;∞[ .

 4. Calculer ∫
a

∞

f t d t , où f  est la somme de la série ∑ f n .
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