Exercices — Calcul Matriciel

Exercice 1 :
-1 4 5 0

Soient A= 4 1 3|, B=(3 2
5 3 2 2

Calculer :

1. BA+CA et (B+C)A4

2. (B+A) et '‘B+'4

3. (BA) et ‘B'4 et 'A'B

4. A*—B*, (A—B)(A+B) et (A+B)(4—B)

Exercice 2 :

Soient 4 et B deux matrices a coefficients complexes. Montrer que :
1. (A+B)="4A+'B

2. (AB)='B'4

Exercice 3 :
Calculer 4" avec:

1 4 2

1. A=10 -3 -2
0 4 3
1 11

2. 4=11 1 1
11

3 4= CQS(x) —sin (x)
sin(x) cos(x)
-1 2 2

4. A=(1 =1 0| (onécrira A=(A+1;)—1;)
-3 6 -1

Exercice 4 :

-1 1 1
Soit M= 1 -1 1
1 1 -1
1. Montrer que M*=—M +21,.En déduire M en fonctionde M et I, .
2. Montrer que pour tout entier naturel 7 , il existe @,€R et b,€R ,telsque: M"=a,M +b,1,,
tout t t 1 a, 1= bn —-a,
avec pour tout entier naturel n , _
P bn+ 1= 2a n

3. En déduire a, et M" pourtout n .

Exercice 5 :

a 0 0 01 1
Pour a€R,onpose 4=|0 a 0|, N=|0 O 1| et B=A+N.
0 0 a 0 0O

1. Vérifier que AN=NA et N’=0.
2. Calculer B" pour tout entier n=>2 .
3. Pour quelles valeurs de « , lamatrice B est elle inversible? Calculer B~' pour ces valeurs de « .

Exercice 6 :

Soit 4 = (Z 2) € M,(C).

1. Vérifier que A°—(a+d)A+(ad —bc)I,=0 .
2. Déduire que A est inversible si et seulement si ad —bc #0 . Donner alors I'expression de 47" .

3. Application a la matrice 4 = (; i) .
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Exercice 7 :

a 0 0 a 0 0
Soit A=|0 b 0] .Montrer que pour tout entier naturel n, 4"=(0 »" 0

0 0 ¢ 0o 0 ("
Exercice 8 :

2 2 2
Soit J=(2 2 2| .Montrer que pour tout entier naturel non J"=6"""'J .

2 2 2

Exercice 9 :
On consideére les matrices suivantes :

-1 2 2 L2 - . 11
A=[2 -1 2|, P=x |1 2 —1],0=3 (1 1 I
2 2 -1 -1 -1 2 11 1

1. Calculer P*, Q*, PQ, QP .Déterminer deux réels a et b tels que A=aP+bQ .
2. Montrer que pour tout entier naturel n, A"=a"P+b"Q.

Exercice 10 :

1 0 O
On considére la matrice 4 =16 -5 6
3 -3 4
1 0 0
1. Montrer que pour tout entier naturel 7 , il existe unréel a, tel que 4" =|2a, 1-2a, 2a,
a, —a, a,t1

2. Montrer que la suite (a,) est arithmético-géométrique.
3. En déduire a, en fonction de 7 , puis donner l'expression de 4" en fonctionde » .

Exercice 11 :

5 1 2 1 1
On considére les matrices 4 =|—1 7 2| et P=|1 -1 1
1 1 6 -1 1

1. Justifier que P est inversible et calculer son inverse.
2. Déterminer la matrice D telle que A=PDP™"'.
3. Montrer que pour tout entier naturel n, A"=P D" P, et expliciter 4" .

Exercice 12 :

7 8 8 0 8 8 8 8 16
Soient les matrices: 4= 3 2 6 |, P=|-1 -8 0)etQ=(-1 -2 -2
-7 =7 -11 1 0 -4 2 2 2

1. Calculer PQ puis justifier que P et Q sont inversibles et expliciter leur inverse respectif.

2. Déterminer la matrice 7 vérifiant 4=PTQ .
3. Montrer que pour tout entier naturel n, A"=8""'PT"(Q, et donner tous les coefficients de A" .

Exercice 13 :

1 -2 2 1 1 0
On considére les matrices 4 =(—1 0 1] et P=(1 0 1
1 -1 2 01 1

1. Justifier que la matrice P est inversible et calculer son inverse.
2. Déterminer la matrice D telle que A=PDP™"'.
3. Montrer que pour tout entier naturel n, A"=P D" P, et expliciter 4" .

a,, =a,~2b,+2c, a,=2
4. On considére trois suites g, b et ¢ telles que, pour tout entier naturel » : {b,,,=—a,+c, avec {b,=0
¢, =a,—b,+2c, cp=—2

a
On introduit la matrice X, =|b,
¢
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a. Vérifier que pour tout n€ N, X, ,=AX,, puis que pour tout n€ N, X,=4"X.
b. En déduire l'expression des suites (a,), (b,) et (c,) en fonctionde # .

Exercice 14 :
a,,,=5a,—5b,+2c,
On considére trois suites @, b et c telles que, pour tout entier naturel » : {b, ,=—a,+7b,—4c, .
¢, =2a,-5b,+5c,

1
-1

n

On introduit la matrice : X, = ainsi que la matrice P =

n

n 1

o S 9

1

. Déterminer une matrice 4 telle que X,,,=AX,,puis que pourtout n€ N, X ,=4"X, ..

. Montrer que P est inversible et calculer son inverse.

. Onpose D=P 'AP . Calculer D .En déduire D".

. Montrer que pour tout n€ N, D"=P ' A"P .

. En déduire les coefficients de 4" puis I'expression des suites a , b et ¢ en fonction de n et des conditions initiales a,, b, et

N A W N -

cy -

Exercice 15 :

Soient pour ¢ réel, les matrices : R(z) = ((s::)ns((tt)) _c::((tt))) et S(t)= (gh(;) Sh(t)) .
Montrer les résultats suivants :

1. R(t+t")=R(t)R(¢t') et S(t+1")=S(¢)S(¢").

2. R(t) et S(¢) sontinversibles et préciser leur inverses.

3. |R(t),t€ R| et [S(t),1€ R| sont des sous-groupes de GL,(R) .

Exercice 16 :
Chercher si les matrices suivantes sont inversibles. Si elles le sont, calculer I'inverse. Sinon, trouver leur rang, le noyau et l'image de
I'endomorphisme associé.

, B=

'S

Il
W N =
W W N
N O\ W
SO = =
(= =)
—_——_ 0 O
—_ O =

Exercice 17 :

1 2 3 4 ... n—1 n

1 1 2 3 ... n=2 n—1
Chercher l'inverse de la matrice :

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

Exercice 18 :

On consideére la matrice : A= (—76 _5 4) .

Montrer que A annule un polyndme P de degré 2 que I'on déterminera (on pourra calculer 4> puis I'exprimer en fonction de 7, et
A).

Montrer que A est inversible et déterminer 47" .

Pour tout entier n>2 , déterminer le reste de la division euclidienne de X" par P . En déduire I'expression de A" .
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